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RESUMEN

Se propone un algoritmo matematico para determinar
los montos de las pensiones. En este sistema los fondos
acumulados en las AFP, al momento de jubilar, son ad-
ministrados por una entidad sin fines de lucro, de forma
que se inviertan en el mercado de capitales generando
intereses y, simultaneamente, se entregue una pension
mensual reajustable segun la inflacion promediada. El
monto dela pension se calcula de acuerdo con el algoritmo
propuestoy de forma que el capital aportado se termine
transcurrida la edad promedio de sobrevida. En el caso
de un varén sin beneficiarios, se obtiene una pension un
15% superior a la del sistema actual. Se propone, ademas,
un sistema colectivo de pension que garantice una renta
vitalicia. Alternativamente, se propone, también, un
sistema individual donde el pensionado mantiene la
propiedad de sus fondos.
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ABSTRACT

We propose a mathematical algorithm to determine the
amounts of retirements pensions. In this system, the funds
accumulated inthe AFP (Pension Funding Administrator), at
the date of retirement are managed by a different nonprofit
institution, which will invest them in a balanced portfolio
that increases the capital and simultaneously discounts
anamount equivalent to the monthly retirement pension,
which, inturn, incorporates a correction to compensate the
effects in time of inflation. The net amount of the pension
is determined according to the proposed mathematical
algorithm, by requiring that the funds terminate at a pe-
riod equal to the statistically averaged survival time after
retirement. In the case of a male with no beneficiaries, we
obtain an increase of 15% of the pension as compared to
that of the present system. In addition, we propose a col-
lective system in which the person’s funds are transferred
to a managing institution which, in turn, guarantees a life
time pension, irrespective of the person’s survival time.
Alternatively, we also propose an individual system in
which the remaining funds are, until they last, a property
of theretired person and they are heritable after his death.
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INTRODUCCION

Sin duda, el problema de las bajas pensiones es un tema
quelleva afios en discusiony que haido adquiriendo una
mayor preponderancia ante la presidn y clamor social,
con motivo del importante aumento de la poblacién
de personas jubiladas. El sistema existente es cierta-
mente inadecuado, por cuanto las pensiones actuales
son bajas y solo representan una pequefia fraccién
de los salarios que las personas recibian durante sus
Gltimos afos laborales al momento de jubilarse. Esto
ha implicado un descenso considerable en el nivel de
vida de los pensionados, que en muchos casos han
quedado por debajo de la linea de la pobreza. Eviden-
temente, una forma posible para aumentar el monto
de las pensiones es aumentar las cotizaciones para
asi incrementar el total de los ahorros acumulados.
Este aspecto, que sera fundamental para conseguir
una mejora sustancial de las pensiones, esta siendo
analizado por las autoridades y posiblemente pronto
se anunciaran cambios en este sentido. Sin embargo,
hay otro aspecto que, como veremos, también tiene
gran incidencia en el valor de las pensiones, que son
los algoritmos que emplean tanto las AFP como las
compaiiias de seguros para determinar dichos montos.
Esjustamente este aspecto al cual queremos referirnos
aqui, en torno al cual veremos que se pueden realizar
cambios importantes en el sistema actual en pos de
una mejora considerable de las jubilaciones.

Existe una variedad de opciones, que tanto las AFP
como las compafiias de seguros ofrecen a sus asociados
almomento de jubilarse. Sin embargo, si se comparan
las diferencias entre estas opciones, para los efectos
de maximizar los montos de la pension, se observa
que no son muy significativas'. Tomaremos como
opcion las rentas vitalicias inmediatas que ofrecen
las compaiiias de sequro afiliadas al sistema. En esta

1. Hay una extensa bibliografia sobre este punto. Una fuente detallada
que analiza este aspecto en forma comparativa es el trabajo de
titulacién de Alarcon A. Pablo (2017), Determinacion de cdlculo de
pensiones y alternativas... Depto. de Ingenieria Comercial, Universidad
Técnica Federico Santa Maria, Santiago de Chile.
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eleccion, el pensionado debera renunciar al total de
sus ahorros en favor de la aseguradora y esta, a su vez,
se comprometera a entregar de por vida una pension
mensual. El monto de esta estara en relacién lineal
con el capital transferido. La asequradora empleara
un algoritmo con el que determina el monto de dicha
pension. El resultado de esto, en términos practicos y
en una buena aproximacion, es que la pensién mensual
que se entrega correspondera al 5% anual del capital
total aportado, repartido en 12 mensualidades. Esto
significa, por tanto, que por cada 20 millones de aporte
de capital, la contribucién a la pensiéon mensual sera
de 100.000 pesos. Como veremos, este esquema re-
sulta desventajoso para los intereses del jubilado. Si
suponemos, a modo de ejemplo, que el capital inicial
que recibi6 la aseguradora para financiar su pension
esinvertido en una cartera de inversiones balanceada,
digamos, con un 40% en acciones y 60% en renta
fija, se generaria durante un periodo de varios afios
una utilidad promediada anual de aproximadamente
6%, cifra que reportan como retorno histérico gran
parte de las empresas internacionales que se dedican
al rubro de administrar fondos de inversiones?. Segun
esto, observamos que el monto de la pensién que
recibe un asegurado podria eventualmente provenir
solo del interés que genera su capital, quedando in-
cluso un saldo del 1% anual del capital a favor de la
aseguradora que esta podria emplear para amortizar
los efectos inflacionarios sobre la pension o equiva-
lentemente mantener su valor en UF en el tiempo. En
este caso, y suponiendo que no haya otros retiros, el
capital original permanecera intacto y al momento
de fallecer el pensionado, independientemente del
ndmero de afos que viva, sera parte de las utilidades
que obtiene la aseguradora. Sin dudas, un negocio

2. A nivel global hay numerosas empresas de inversiones de capital y
que realizan anélisis estadisticos sobre el desempefio de portafolios
con distinta composicién. Un ejemplo es la empresa norteamericana
Financial Samurai (financialsamurai.com), donde reportan informes
comparativos en distintas modalidades de inversion, Historical Returns
of Different Stocks and Bond Allocations. La informacion que entrega
sobre la rentabilidad histérica anual promedio de carteras balanceadas
de 20% en acciones y 80% en renta fija es de 6,6 %; de 30% en
acciones y 70% en renta fija es de 7,2%, y la de 40% en acciones y
60% en renta fija es de 7,8%.
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muy rentable para esa empresa. (Evidentemente, la
rentabilidad anual de la cartera de inversiones tendra
fluctuaciones anuales, pero estadisticamente y en el
largo plazo estas promediaran al 6% indicado). No
sinrazoén, un pensionado me comentaba que sicon el
capital acumulado para su jubilacion él hubiese podido
adquirir un bien raiz, larenta que este le proporcionaria
seria aproximadamente igual a la pensién mensual que
recibe de la aseguradora, pero con la gran diferencia
de que mantendria la propiedad del inmueble o el
equivalente de su capital.

UNA NUEVA ESTRATEGIA PARA
DETERMINAR LAS PENSIONES

En este trabajo vamos a desarrollar un algoritmo ma-
tematico distinto al empleado por las companias de
seguros, en que, como veremos, el asegurado recuperara
integramente su capital inicial®. Supondremos que la
persona, al momento de jubilar, tiene en su AFP un
monto de N_pesos. Vamos a suponer en una primera
instancia que, en este esquema, va a recibir una pension
mensual fija durante un lapso de T afios y sin tomar
en consideracion efectos inflacionarios. Laidea es que
la persona vaya recuperando gradualmente su capital
aumentado por los intereses que se van generando
durante el transcurso de tiempo T. Vamos a designar
n_aesta pensién mensual. Llamaremos N(t) al capital
variable en el instante de tiempo t. Claramente N(0) =
N,,dondet =0 corresponde al momento de jubilar.
Vamos a requerir, de acuerdo con nuestra hipdtesis de
recuperacion del capital, que parat=T se cumpla que
N(T) =0. Veremos mas adelante que es conveniente elegir
eltiempo T como el periodo promedio de sobrevida de

3.Losalgoritmos que emplean las compafias de seguro para determinar
los montos de las pensiones se inspiran en una metodologia muy
diferente a lo aqui propuesto. En el caso de renta vitalicia inmediata,
las normas vigentes estan detalladas en un compendio publicado
por la Superintendencia de Pensiones, Nota Técnica, Divisién de
Estudios, George Vega (2014). Para un analisis mas extenso sobre esta
metodologia se puede consultar el libro de Edwards, Gonzalo (1997).
Introduccién al Andlisis de Rentas Vitalicias. Publicado por el Instituto
de Economia, de la Universidad Catélica de Chile, Santiago de Chile.
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las personas que ya alcanzaron la edad de jubilacién
(65 afios, varones) y que corresponde, seguin las esta-
disticas en el caso de los varones, aproximadamente a
20 afnos 0 240 meses. Llamaremos a al interés mensual
que deviene el capital N(t), expresado en pesos/mes.
En caso de suponer una tasa de interés anual del 6%,
lo que corresponderia al promedio histérico de una
cartera balanceada, corresponderia a a = 0,5% men-
sual. Nuestro objetivo sera entonces obtener el valor
den_y para ello estableceremos la siguiente relacion:

N(t+At)=N(t) +aAtN(t)—n At . (1)

En palabras, esta expresion determina que el capital al
tiempot+At, en que At es un lapso corto de tiempo,
sera igual al capital que se tenia al instante t, mas el
interés que se genere en este lapso Aty menos el monto
que se retiene para ser abonado al pago de la pension
mensual proporcionado al intervalo At. Si por ejemplo
elegimos At =1 mes, esta relacion representa aproxi-
madamente la variacion del capital durante ese mes.
Para obtener la expresion exacta, dividimos la ecuacién
por Aty luego tomamos el limite At tendiendo a cero:

a, =aN(t) —no

Lim  {N(t+ 4t)— N@©OY4t = T

At->0
(2)

dN . - .
donde & la derivada de la funcion N(t). Esta relacion
constituye una ecuacion diferencial lineal,inhomogénea,
ordinaria, de primer orden y cuya solucién general es:

N(t)=Ce™ +n_/a @)

donde C es una constante de integracion indetermi-
naday e™ es la funcion exponencial. Si exigimos que
N(o) =N_y N(T) =0, donde T = 240, obtenemos que:
C=N_,/(1-e7), donde

n=aN /(1—e ) =aN_/(1—e") (4)



Esta Ultima expresion nos da el valor de la pension
mensual en funcién de la tasa de interés a. Es impor-
tante sefialar que la expresion para n_ obtenida es
indefinida en el limite en que a = 0, por cuanto tanto
el numerador como el denominador se anulan simulta-
neamente. La solucion de esta indefinicion se obtiene
de manera simple utilizando la regla de L'Hopital del
calculo diferencial, lo que da

Lim_ _(@N_/(1—e )= N_/T=n_ (5)

Este resultado refleja un hecho evidente: si en el in-
terés a que devenga el capital fuese 0, la pension se
reduciria simplemente al capital inicial dividido por el
numero total de meses (240) en que este se entrega.

Supongamos a modo de ejemplo, y para ilustrar este
algoritmo con cifras reales, que se tiene inicialmente
un capital de 60 millones de pesos. En el sistema ac-
tual de renta vitalicia, la pension resultante para un
varoén es de aproximadamente $320.000 mensuales. Si
aplicamos el algoritmo aqui desarrollado para calcular
n_, se obtiene que si el interés anual es del 6%, el valor
de a sera 0,5 % mensual y la expresion obtenida de la
ecuacion (4) dara una pension de n_=429.000 pesos.
Esto representa 109.000 pesos mensuales adicionales,
0sea un 34% superior en comparacion a lo que entrega
inicialmente la compania de seguro. Sin embargo, esta
comparacion es incompleta por cuanto la pensién que
entrega la aseguradora se reajusta mensualmente de
acuerdo con sumonto equivalente en UFy, por lo tanto,
esta diferencia ira disminuyendo en el transcurso de
los afos. Por esto, si se quiere establecer una com-
paracion, es necesario incorporar en nuestro analisis
anterior los efectos de la revalorizacién de la pension
como compensacion a la inflacion.

A continuacién, vamos a desarrollar una formula
similar a la anterior, pero que incorpore los efectos
inflacionarios. Laidea aqui es que el monto de la pen-
sion vaya aumentando gradualmente en el tiempo de
forma que este aumento compense los resultados de
lainflacién. Supondremos para ello una inflacién anual
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proyectada a futuro que llamaremos b y que se man-
tendra constante en el tiempo. Tomaremos como valor
referencial el promedio anual histérico de, digamos,
las Gltimas dos décadas (b = 2,5%). Con estas premisas
tendremos entonces que la pension mensual debera
incrementarse linealmente en el tiempo de manera
que anualmente su aumento porcentual sea b y que
coincida con el promedio anual histérico. Al igual que
en el caso anterior, llamaremos N(t) al capital variable.
La evolucién temporal de N(t) estara determinada por
una ecuacion diferencial similar a la anterior, pero ahora
se incorpora una pension creciente en el tiempo n(t) =
n(o)(1+ (b/12)t), donde t se mide en meses. Eviden-
temente, al cabo de doce meses el incremento sera
bn(o). Aqui estamos suponiendo, por cierto, que este
incremento sera siempre el mismo en el transcurso del
tiempoy, por lo tanto, no experimentara correcciones
inflacionarias. La ecuacion para N(t) sera:

dN
2t =aN@)—-n_ (1+(b/12)t). (6)

La solucién de la ecuacion (6) se expresa en términos
de funciones elementales y es la siguiente:

N(t) = e™{N, = (n,/a)[1-e™ +(b/12.2) (1= (1 + at)e™ )]}
()

Parat=0, laexpresion cumple con la condicién inicial
N(0) =N, . Tal como en el caso anterior, vamos a exi-
gir que, al cabo de 20 afios, T = 240 meses, el capital
N(T) = o se termine. Esta relacion permite entonces
determinar la pension Inicial n_

n=aN_/[1-e*"+(b/12a)(1—(1+aT)e?")]
(8)

Evidentemente, la pensiénauntiempot oseobtendra
agregando an_ el incremento mensual no(b/12) acu-
mulado durante el nimero de meses que represente
t. Es importante sefalar aqui que en esta modalidad
habra una redistribucién del capital total aportado,
lo que implica una reduccion de la pensién inicial
respecto del caso anterior de pension fija, pero esta
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iraaumentando linealmente en el tiempo hasta alcan-
zar, al cabo de 10 afnos, su valor promedio. En los anos
siguientes seguira creciendo hasta llegar a su maximo
valor de n_(1+20b). A modo de ilustracién, podemos
obtener los valores de las pensiones suponiendo una
tasa de interés anual del 6% y una inflacién anual de
2,5 %. Esto implica que a=0,005y b/12 = 0,025, que
al reemplazarlos en la expresion (8), con T = 240, nos
dan_=N_/162.Es decir, para un capital de N_ = 60
millones, se obtiene una pension inicial n, = $370.000.
Esta cantidad ira aumentando gradualmente en el
tiempo, como se indic6 anteriormente. Por ejemplo,
transcurridos diez afios la pension reajustada aumen-
tardan_(1+0,25)=$462.500. Como vimos anterior-
mente, y para este mismo capital, pero sin incluir los
efectos inflacionarios, la pension era constante e igual
a $428.600. Otro resultado importante que puede
facilmente obtenerse a partir de estas expresiones,
es el monto total que obtendria, durante el transcurso
de los 20 afios, un pensionado que sobreviva hasta los
85 afios. En el caso de una pension sin considerar la
compensacion a la inflacién b=0, se obtiene simple-
mente multiplicando el monto de la pensién mensual
por los 240 meses. Por lo tanto, en el caso de una tasa
a correspondiente al 6% anual, el resultado es 1,648
veces el capital inicial, vale decir 1,648N . En el caso
de la pensién que incorpora el efecto de la inflacion,
esto puede obtenerse integrando la funciéon n(t) en el
rango de los 240 meses. Sin embargo, dado el caracter
lineal del crecimiento de la pension en el tiempo, solo
bastara calcular la pensién promediada y multiplicarla
por 240. El valor de la pension promediada corres-
ponde, como ya vimos, a la pension del décimo afio.
Suponiendo que b es de 2,5% anual, esto da1,852N
La diferencia entre estos dos montos obedece al hecho
de que, en el dltimo caso, los fondos se entregan con
una mayor ponderacioén hacia el final del periodo de
los 20 afos, lo que redunda en un mayor aumento de
N(t) por acumulacion de intereses. Aunque es algo
evidente, esimportante sefialar que cualquiera que sea
lamodalidad que se utilice para determinar los montos
de la pensidn, ya sea con o sin efectos inflacionarios
o escogiendo otros valores de b, la totalidad de los
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fondos provienen integramente del capital original N
y de los intereses que este devenga en el tiempo. Las
distintas modalidades solo cambian la forma en que
se distribuye la pension en el transcurso del tiempo.
Si se quiere establecer una comparacion con los montos
que entregan las compaiiias de seguro en el sistema
actual de renta vitalicia, hay que especificar, prime-
ramente, que se trate de personas sin beneficiarios,
por cuanto la pensidn resultante en caso contrario
seria significativamente menor. Como mencionamos
anteriormente, la pension de renta vitaliciainmediata
para un varén sin beneficiarios y que aporte un capital
inicial de $60 millones sera de $320.000 aproxima-
damente y luego se reajustara en el tiempo segtn
su valor en U.F. La pensién inicial en el esquema aqui
propuesto sera de $370.000, la que se reajustara en
el tiempo de acuerdo con la inflacion proyectada y
correspondera al promedio temporal del reajuste por
U F. Observamos entonces que en este esquema hay
unincremento del 15,6% de la pension. Por otro lado,
si comparamos esta pension con la que recibe unvarén
con su conyuge beneficiario de, digamos, cinco afios
menos, esta diferencia alcanza alrededor del 40%".
Esta cifraindica, por cierto, el alto costo que tiene este
beneficio en el sistema actual.

Un aspecto fundamental que incluiremos en nuestro
analisis, tiene relacién con las pensiones de las mu-
jeres jubiladas. Las formulas aqui propuestas seran
las mismas que para los hombres y solo cambiara el
numero total de anos T. En el caso de las mujeres, el
tiempo T aumenta a 30 afios 0 360 meses, lo que refleja
el hecho que las mujeres se jubilan alos 60 afios y que
el nimero de afios de sobrevida, una vez alcanzada
la edad de 60, es de 30 ainos aproximadamente. Los
valores numéricos de las pensiones pueden determi-
narse simplemente haciendo estas modificaciones. Si
usamos los mismos valores de a y b utilizados para el
caso de los varones, obtenemos que la pensién inicial
resultante es n = N0/212,4. En el caso particular de
que el capital aportado sea de 60 millones, la pension
inicial sera de $282.500, lo que arroja una diferencia de
casi $90.000 respecto de la jubilacién que recibe un



hombre. Por otro lado, si se le compara con el monto
que recibe como mujer, sin beneficiarios, en el caso de
renta vitalicia inmediata, se obtiene que esta sera de
$244.000, lo que da una diferencia del 16%, porcentaje
similar al caso de los varones.

Cabe preguntarse entonces, dentro de esta modalidad
de pensionar, jqué ocurre si la persona fallece antes
o sobrevive al tiempo T? Obviamente, si no alcanza
a vivir hasta la edad promedio T, al momento de su
muerte habra en su cuenta un saldo remanente igual
aN(t )enquet sera el tiempo transcurrido desde su
jubilacion a la fecha del fallecimiento. Por otro lado, si
la persona sobrevive el tiempo T, sus fondos se habran
agotado. Ante estas situaciones, propondremos dos
alternativas para implementar. La primera consiste en
un sistema colectivo de pensiones que funcione de
acuerdo con el algoritmo matematico descrito aqui
y que permita a su vez entregar la pension calculada
anteriormente, pero en forma vitalicia, sin alterar los
montos de la misma e independientemente de los afios
que viva la persona. La idea en esta modalidad es que
las personas al jubilarse renuncien a la propiedad de
sus fondos a cambio de recibir la pension garantizada
de por vida. Esta se financiaria a través de un fondo
colectivo que administraria las pensiones y que reci-
biria los capitales aportados. En este esquema es muy
importante asegurar que el lapso de tiempo T que sefije
para determinar las pensiones, sea tal que se establezca
un equilibrio, de forma que los fondos necesarios para
financiar la pension de quienes sobreviven el tiempo
T, seanigual alos fondos remanentes de aquellas que
fallecen antes de este periodo. Otro aspecto relevante
en esta modalidad colectiva es que por el volumen de
los capitales involucrados, los costos porcentuales de
administracion de estos fondos pueden ser considera-
blemente mas bajos y, por otro lado, obtener mejores
tasas de interés.

Anteriormente, habiamos supuesto que T repre-
sentaba el nimero de afios promedio estadistico de
sobrevida de las personas que ya alcanzaron la edad
dejubilacion (65 anos). Sin embargo, este lapso podria
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ser distinto del tiempo que se requiera para equilibrar
el financiamiento por el mecanismo propuesto. Esto
dependera de la asimetria que presente la distribucién
estadistica de los decesos en torno a la edad promedio
de supervivencia. En todo caso, y para determinarlo,
sera necesario utilizar los estudios demograficos
como los que realizan las companias de sequros o la
superintendencia de pensiones en este aspecto, pero
es razonable esperar que la diferencia entre estos
tiempos no sea muy significativa

La segunda opcién dentro de este esquema de pen-
siones corresponderia a un sistema de financiamiento
individual. En este caso, las personas mantendrian la
propiedad de sus fondos y la pensidn se calcularia
mediante la misma férmula basada en la edad pro-
medio de supervivencia T. En este caso, si la persona
fallece antes de esta edad, los fondos restantes seran
heredables. En caso contrario, los fondos se agotaran
y con ello también la pension. Esta modalidad podria
ser atractiva a personas que, por razones de salud,
estimen altamente improbable que alcancen la edad de
sobrevida promedio o que cuenten con otras fuentes
alternativas de ingresos. En todo caso, siempre estara
la opcion de que la persona contrate un seguro privado
por los afios de sobrevida adicional.

En nuestro analisis hemos supuesto que las personas
quejubilan no tienen beneficiarios. Esto difiere con los
sistemas de pensiones actual en que se contemplan
posibles beneficiarios. En el caso de fallecimiento de
una persona pensionada, las empresas determinaran
los montos que reciben los beneficiarios sobrevi-
vientes. Los costos de este beneficio se descuentan
mensualmente de la pensidn que recibe el jubilado,
lo que reduce significativamente su valor neto. En el
esquema aqui propuesto, seria complejo implementar
una posible modificacidn que incorpore a eventuales
beneficiarios. Tal vez lo mas adecuado seria que, en tal
caso, el pensionado contrate un seguro externo cuyo
financiamiento pueda provenir de sus rentas.

REVISTA CHILENA DE ECONOMIA Y SOCIEDAD, DICIEMBRE 2020 19



Miguel Calvo Otero

Un Gltimo aspecto importante de sefialar aquies que,
aun cuando los algoritmos que hemos desarrollado
permiten mejorar las pensiones actuales, este aumento
sera siempre insuficiente silos montos de ahorro pre-
visional N son bajos. Por ejemplo, el monto minimo
requerido para que una persona reciba una pension
mensual de $200.000 ser3, en el mejor de los casos,
de al menos $32.400.000 (40 millones con el sistema
actual). Ante esta situacion, la inica manera posible
de aumentar la pensién, ademas de haber subsidios
estatales como para el caso de aquellas personas con
bajos ahorros, sera incrementar el ahorro previsional
por sobre los porcentajes actuales y administrar los
fondos de la forma aqui descrita.

Finalmente, un asunto que por la complejidad en su
implementacidn solo mencionaremos, tiene que ver
con laadministraciony el financiamiento de los fondos
de pensiones dentro de las pautas aqui propuestas.
Evidentemente, para este fin sera necesaria la creacion
de una institucion pablica que opere a nivel nacional
y que se encargue, por un lado, de la distribucién de
los fondos para los pensionados, tal vez a través del
sistema bancario; por otro lado, que se haga cargo
de la administracién y el disefio de estrategias para
la inversion de estos, ya sea de forma auténoma o
contratando los servicios de empresas externas que
administren fondos de inversiones en el mercado de
capitales, de manera similar al funcionamiento de
los fondos mutuos. Esta gestion deberia generar las
utilidades que permitan el financiamiento global de
este sistema.
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